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1 Problema

Un gruppodi scuolesonoconnessemedianteunaretetelematica.Tra questescuoleè statofattoun accordosecondo
il qualeciascunascuolamantieneuna lista di altre scuole(dette“scuole riceventi”) a cui essadistribuiscesoftware
tramitela suddettarete. Si noti chesela scuolaB è nella lista di distrbuzionedellascuolaA questononsignificache
necessariamenteA compaianellalista di B.

L’obiettivo è scrivereun programmachecalcoli il minimonumerodi scuolechedevonoricevereunacopiadi un nuovo
softwareaffinchéessoraggiungatutte le scuolecollegatein reteseessovienedistribuito secondol’accordodelle liste
di distribuzione(compitoA). Inoltre, ci si vuoleassicurarechemandandoun nuovo softwareadunaqualunquescuola
soltanto,essopossaesseredistribuito in seguito a tuttele scuolecollegate.Perraggiungeretalescopo,in generale,sarà
necessariomodificarele listedi distribuzioneaggiungendoopportunamenteadalcunedi essenuovescuolericeventi. Si
chiededi calcolareil numerominimaledi aggiuntechedevonoessereapportatealle liste cosìchea qualunquescuola
vengamandatoun softwareessopossaesseredistribuito, in accordoalle nuoveliste,a tuttele altrescuole(compitoB).

1.1 Dati in ingresso

La prima linea del file INPUT.TXT contieneun intero N cherappresentail numerodi scuolecollegatein rete(2 �
N � 100).Le scuolesonoidentificateconi primi N interi positivi. Ciascunadellesuccessive N righedescriveunalista
scuolericeventi, in particolare,la linea i � 1 contienegli identificatoridellescuolericeventidellascuolai . Ogni lista è
terminatadauno0 cosìunalistavuotaè rappresentatadaunalineacontenenteuno0 solamente.

1.2 Dati in uscita

Il programmarealizzatodeve scrivereduerighe in un file denominatoOUTPUT.TXT; la primadi essedeve contenere
un intero positivo corrispondentealla soluzionedel “compito A”. La secondariga contieneun intero positivo o nullo
corrispondentealla soluzionedel “compito B”.

1.3 Esempio

A frontedel file INPUT.TXT dal seguentecontenuto

5
2 4 3 0
4 5 0
0
0
1 0

il file OUTPUT.TXT devecontenere

1
2

1



2 Soluzione

La soluzionedel problemapuò esseredescrittamediantel’uso di grafi sempliciorientati (gsa). Consideriamoil gsa
G ��� V � E � dove V corrispondeall’insiemedi scuole,ovveroV ��� 1 � 2 �
	�	�	 N 
 ed E � V � V ����� i � j ��� i � j � V 

rappresentale liste di distribuzionenel sensoche � i � j ��� E see solosela scuola j è nella lista di distribuzionedella
scuolai . Di seguitouseremola notazionei � j perindicarecheesistein G un cammino(orientato)tra i e j .

Un insiemedi verici D � V del grafoG è dettodominatoreper G seperogni nodo1 j � V � D, esisteun nodoi � D
talechei � j ; intuitivamente,D è un dominatorequaloraogni altro nododi G puòessereraggiuntodaun cammino
(orientato)chepartada qualchenodoin D. Viceversa,un co-dominatore per G è un insiemedi vertici D ��� V tale
cheperogni i � V � D � esisteun j � D � talechei � j ; intuitivamenteD � è un co-dominatorequaloraperogni altro
nododi G esisteun cammino(orientato)chearriva in qualchenodoin D � . Un grafo G � è dettotraspostodel grafo G
seG ����� V � E ��� , dove E ����� � j � i �!�"� i � j ��� E 
 ; intuitivamente,il grafotraspostodi G è il grafoottenuto“girando” il
versodi tutti gli archidi G. Dalle definizionidatein questoparagrafosi puòmostrarecheun dominatoreD di G è un
co-dominatoredi G � e cheun co-dominatoreD � di G è un dominatoredi G � . Perfinire, diremocheun gsaè fortemente
connessoqualoraperogni coppiadi vertici i � j � V (coni #� j esistonoin G duecammini(orientati)i � j e j � i .

Secondoquestaterminologia,il “compito A” consistenel trovareundominatoredi G contenenteil numerominimaledi
elementi,mentreil “compito B” consistenel determinareil numerominimaledi archi M cheè necessarioaggiungerea
G perchédiventi fortementeconnesso.

Mostreremoora come M � 0 se G è fortementeconnessoe che, altrimenti, M � max�%$ D $&�
$ D �'$ � dove2 D è un
dominatoreminimaledi G e D � èun codominatoreminimaledi G.

Per otteneretale risultato utilizzeremodue proposizioniriguardoun dominatoreminimale D ed un co-dominatore
minimaleD � di G; assumiamo(senzaperditadi generalità3) che $ D $ � $ D �'$ .

1. SeD �(� p
 e D �"�(� q1 � q2 �
	�	�	)� qk 
 (perqualchek * 1), alloraaggiungendoi lati � q1 � p� , � q2 � p� , 	�	�	 , � qk � p�
ad E il grafoG diventafortementeconnesso.

2. Se $ D $+* 1 alloraesistonoduenodi p � D e q � D � tali percui aggiungendoil nuovo arco � q � p� ad E rende
D �,� p
 dominatoredelnuovo grafoe D �
�,� q 
 co-dominatoredelnuovo grafo.

Diamoquindi la dimostrazionedelleprecedentiproposizioni:

1. Osserviamocheperqualsiasii � j � V si hache(essendoD � un co-dominatore)esisteun elementoqh � D � tale
che i � qh e che(essendoD dominatore)p � j . Quindi, grazieal nuovo arco,si ha i � qh - p � j ,
questoprova che i � j (abbiamoindicatocon - l’esistenzadi un arco,o un camminocompostoda un solo
arco).Siccomei nodisonopresiarbitrariamenteèpossibileripetereil ragionamentoscambiandoovunquei con j
edottenereche j � i , quindi cheG coni nuovi lati è fortementeconnesso.

2. Osserviamochese $ D $.* 1 allora, essendo$ D �/$10�$ D $ , anche $ D �/$1* 1). Esisterannoquindi duenodi diversi
p1 e p2 in D e duenodi diversiq1 e q2 in D � tali che4 p1 � q1 e p2 � q2; sia � q1 � p2 � il nuovo arcoaggiunto
ad E (quindi venganotolti p2 da D e q1 da D � ). Ora,ogni nodo i cheeraraggiungibileda p2 con il cammino
p2 � i nelnuovo grafoè raggiungibileda p1 conil camminop1 � q1 - p2 � i , quindi D �2� i2 
 èdominatore.
Similmente,perogni nodo j percui j � q1 nel vecchiografosi avrà j � q1 - p2 � q2, col cheD �3�4� q1 
 è
co-dominatorenelgrafocol nuovo arco.

È chiarocheusandole dueproposizioniprecedentisi puòottenere,a partiredaG nonfortementeconnesso,un insieme
di $ D �'$ archidaaggiungerea G chelo renderannofortementeconnesso.5

1Con A 5 B indichiamola differenzainsiemisticatragli insiemi A e B, ossial’insiemedi elementidi A noncontenutiin B.
2Al solito 6 A 6 indicail numerodi elementicontenutinell’insiemeA.
3Secosìnonfosse,basterebbeconsiderareil grafotrasposto.
4Questodipendedallaminimalitàdi D e D 7 . Perprimacosa,fissiamoduenodi p71 8 D e q 71 8 D 7 percui p71 9 q 71 (questoè semprepossibile

perle proprietàdi dominatoreecodominatore).Siaora p7 8 D 7:5�; p71 < , perminimalitàdi D esisteràun x taleche p7 9 x, manessunp 8 D 5�; p7 < è
taleche p 9 x; siaquindi q 7 8 D 7 5�; q 71 < , perminimalitàdi D 7 esisteràun y talechey 9 q 7 , manessunq 8 D 7 5�; q 7 < è talechey 9 q. Sex 9 y
allora p2 = p7 9 x 9 y 9 q 7 = q2, similmente,se p7 9 y, allora p2 = p7 9 y 9 q 7 = q2; altrimenti,sex 9 q perqualcheq 8 D 7 5"; q 71 < ,
allora p2 = p7 9 x 9 q = q2 (in tutti i tre casi, p1 = p71 e q1 = q 71). Restadadiscutereil casoin cui q 71 sia invecel’unico nododi D 7 percui
x 9 q 71. In questocaso,esendoD dominatore,deve esistereun p 8 D (eventualmentep = p71) taleche p 9 y; in questocaso,i duecamminisono
p2 = p 9 y 9 q 7 = q2 e p1 = p7 9 x 9 q 71 = q1.

5Restadadimostrarechela soluzionetrovataèminimale,questodipendedallaminimalitàdegli insiemiconsiderati.
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Il problemaquindipuòessererisolto datounalgoritmopercalcolareundominatoreminimaledi un grafoassegnato.La
dimensionedeldominatoreminimaledi G saràla rispostaal “compito A”, mentrela dimensionemassimatraquelledel
dominatoreminimaleperG equellominimaleperG traspostodaràla rispostaal “compito B”.

Si considerila seguenteprocedura:

1 P >@? , D >@?
2 while esistep � V � P do
3 metti in R i nodi raggiungibilida p
4 P > P A R
5 D > D � R
6 D > D AB� p


EvidentementeD alla finedellacomputazioneè un insiemedominatore.Mostriamodi seguito cheèancheminimale.

Sia per assurdoQ un dominatoreminimale tale che $ Q $DCE$ D $ . Osserviamoche per ogni q � Q, siccomeD è
dominatore,esiteun p � D tale che p � q. D’altro canto,siccomeQ è minimale,se p � q allora q � p: infatti
essendoQ dominatore,deveesistereq �F� Q percui q �G� p; seq �F#� q alloraQ �G� q 
 sarebbedominatorein quantotutti i
nodi x raggiungibilidaq conil camminoq � x sarebberoraggiungibilianchedaq � conil camminoq ��� p � q � x.
Questosignificacheperogninodoq � Q esisteun p � D talechep H q (ossiap � q eq � p); essendo$ D $�*I$ Q $
questoimplicacheesistanoalmenoduenodidiversi p1 � p2 � D edunnodoq � Q percui p1 H q e p2 H q equindi,
in particolarep1 H p2. Saràquindistataeseguital’istruzione3 siasu p1 chesu p2 (in qualcheordine),masiccomep1
e p2 sonoraggiungibili l’uno dall’altro nonpossonocomparireentrambiin D pervia dell’istruzione5 (chea seconda
dell’orine di esecuzioneavrebberimossop1, o p2).
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