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1 Problema

Un gruppodi scuolesonoconnessenedianteunaretetelematica. Tra questescuoleé statofatto un accordosecondo
il qualeciascunascuolamantieneunalista di altre scuole(dette “scuole riceventi”) a cui essadistribuisce software
tramitela suddettarete. Si noti chesela scuolaB € nellalista di distrbuzionedellascuolaA questonon significache
necessariament& compaianellalistadi B.

L'obiettivo & scrivereun programmachecalcoliil minimo numerodi scuolechedevonoricevereunacopiadi un nuovo
softwareaffinchéessoraggiungautte le scuolecollegatein rete se essovienedistribuito secondd’accordodelle liste
di distribuzione(compitoA). Inoltre, ci si vuole assicurarehe mandandain nuovo softwaread unaqualunquescuola
soltanto,essopossaesseralistribuito in seguito a tuttele scuolecollegate.Perraggiungergale scopo,in generalesara
necessarionodificarele liste di distribuzioneaggiungend@mpportunamentad alcunedi essenuove scuolericeventi. Si

chiededi calcolareil numerominimaledi aggiuntechedevono essereapportatealle liste cosichea qualunquescuola
vengamandataun softwareessopossaesseralistribuito, in accordaalle nuoveliste, atuttele altre scuole(compitoB).

1.1 Datiiningresso
La primalineadelfile | NPUT. TXT contieneun intero N cherappresentl numerodi scuolecollegatein rete(2 <
N < 100). Le scuolesonoidentificateconi primi N interi positvi. Ciascunalellesuccessie N righedescrve unalista

scuolericeventi,in particolareja lineai + 1 contienegli identificatoridelle scuolericeventidellascuolai. Ognilistae
terminatadaunoO cosiunalistavuotaé rappresentatdaunalineacontenent@ino0 solamente.

1.2 Datiin uscita
Il programmarealizzatodeve scrivereduerighein un file denominatdQUTPUT. TXT; la primadi essedeve contenere

un intero positivo corrispondentella soluzionedel “compito A”. La secondaiga contieneun intero positivo o nullo
corrispondentalla soluzionedel “compito B".

1.3 Esempio

A frontedelfile | NPUT. TXT dal seguentecontenuto
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il file QUTPUT. TXT deve contenere
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2 Soluzione

La soluzionedel problemapud esseredescrittamediantel’uso di grafi sempliciorientati (gsa) Consideriamal gsa
G = (V, E) dove V corrispondeall'insiemedi scuole,ovveroV = {1,2,...N}edE C V xV ={(i, j) :i,] € V}
rappresentée liste di distribuzionenel senscche(i, j) € E see solosela scuolaj € nellalista di distribuzionedella
scuolai. Di sgguito useremda notaziond ~ j perindicarecheesistein G un cammino(orientato)trai e j.

Un insiemedi verici D C V delgrafo G & dettodominatoe per G seperogninodd j € V \ D, esisteunnodoi € D

talechei ~ j; intuitivamente, D & un dominatorequaloraogni altro nododi G pu0 essereaggiuntoda un cammino
(orientato)che partada qualchenodoin D. Viceversa,un co-dominatoe per G & uninsiemedi vertici D’ C V tale
cheperognii € V \ D’ esisteun j € D’ talechei ~ j; intuitivamenteD’ & un co-dominatorequaloraperogni altro
nododi G esisteun cammino(orientato)chearrivain qualchenodoin D’. Un grafo G’ & dettotraspostodel grafo G

seG’' = (V, E’),dove E’ = {(j,i) : (i, j) € E}; intuitivamentejl grafotraspostali G éil grafoottenuto“girando” il

versodi tutti gli archidi G. Dalle definizionidatein questoparagrafcsi pud mostrarecheun dominatoreD di G € un
co-dominatoreli G’ e cheun co-dominatoreD’ di G € un dominatoredi G’. Perfinire, diremocheun gsaé fortemente
connessa@jualoraperogni coppiadi verticii, ] € V (coni # j esistondn G duecammini(orientati)i ~ jej ~i.

Secondajuestaerminologia,l “compito A" consistenel trovareun dominatoredi G contenenté numerominimaledi
elementimentreil “compito B” consistenel determinarel numerominimaledi archiM cheé necessariaggiungerea
G perchédiventifortementeconnesso.

MostreremooracomeM = 0 se G & fortementeconnessce che, altrimenti, M = max(|D|, |D’|) dove? D & un
dominatoreminimaledi G e D’ € uncodominatoreninimaledi G.

Per otteneretale risultato utilizzeremodue proposizioniriguardo un dominatoreminimale D ed un co-dominatore
minimale D’ di G; assumiamdsenzaperditadi generalitd) che|D| < |D|.

1. SeD = {p}eD’ = {q1, Gz, . - - , Ak} (perqualchek > 1), alloraaggiungenda lati (g1, p), (G2, P), --- , (G, P)
adE il grafoG diventafortementeconnesso.

2. Se|D| > 1lalloraesistonaduenodi p € D eq € D’ tali percui aggiungendal nuovo arco(q, p) ad E rende
D\ {p} dominatoredel nuovo grafoe D’ \ {q} co-dominatorelel nuovo grafo.

Diamoquindila dimostrazionelelle precedentproposizioni:

1. Osserviamaheperqualsiasi, j € V si hache(essendd’ un co-dominatoregsisteun elementag,, € D’ tale
chei ~ gn e che(essendd dominatore)p ~» j. Quindi, grazieal nuovo arco,sihai ~ gy — p ~ |,
guestoprova chei ~» j (abbiamoindicatocon — I'esistenzadi un arco,o0 un camminocompostoda un solo
arco).Siccome nodisonopresiarbitrariamente possibileripetereil ragionament@cambiand@vunquei con j
edottenerechej ~ i, quindicheG coni nuovi lati & fortementeconnesso.

2. Osserviamachese|D| > 1 allora,essenddD’| > |D|, anche|D’| > 1). Esisterannajuindi due nodi diversi
p1 e p2 in D e duenodidiversiq; ey in D’ tali che* p; ~ q1 € p2 ~ gg; sia(qy, p2) il nuovo arcoaggiunto
ad E (quindivengandolti p, daD e g1 daD’). Ora, ogninodoi cheeraraggiungibileda p2 conil cammino
p2 ~ i nelnuovo grafoeraggiungibileda p; conil camminopy ~ g1 — p2 ~ i, quindiD \ {i2} € dominatore.
Similmente,perogninodoj percui j ~ g1 nelvecchiografosiavra j ~ qi — p2 ~ gp, colcheD’ \ {q1} &
co-dominatoranel grafocol nuovo arco.

E chiarocheusandde dueproposizioniprecedentsi pud ottenerea partireda G nonfortementeconnessoyn insieme
di |D’| archidaaggiungerex G chelo renderanndortementeconnessg.

1con A\ B indichiamola differenzainsiemisticatragli insiemi A e B, ossial'insieme di elementidi A noncontenutiin B.

2p solito | A| indicail numerodi elementicontenutinell’insiemeA.

3secosinonfosse basterebbeonsiderard grafotrasposto.

4Questodipendedallaminimalitadi D e D’. Perprimacosa fissiamoduenodi p/1 eD eqi € D’ percui p/1 ~ q/l (questoeé semprepossibile
perle proprietadi dominatoree codominatore)Siaorap’ € D’ \ {p}}, perminimalitadi D esisteraun x taleche p’ ~~ x, manessurp € D \ {p'} &
talechep ~ x; siaquindiq’ € D"\ {q;}, perminimalitadi D’ esisterauny talechey ~» q', manessurg € D’ \ {q') étalechey ~» g. Sex ~» y
allorapy = p’ ~+ x ~» y ~» g = gy, similmente,sep’ ~+ y, allorapy = p’ ~» y ~» q' = qp; altrimenti,sex ~ q perqualcheq € D" \ {q}},
allorapy = p’ ~ X ~» q = ¢ (in tutti i tre casi,p; = p/1 eqy = qi). Restadadiscuterel casoin cui q’l siainvecel'unico nododi D’ percui
X~ qi. In questocasoesenddD dominatoredeve esisterain p € D (eventualmentep = p’l) taleche p ~» y; in questocaso,i duecamminisono
P2=p~y~q =gepr=p ~ X~ 0 =0q.

SRestadadimostrarechela soluzionetrovataé minimale,questodipendedallaminimalitadegli insiemiconsiderati.



Il problemaquindi pud essereisolto datoun algoritmopercalcolareun dominatoreminimaledi un grafoassgnato.La
dimensionadel dominatoreminimaledi G sarala rispostaal “compito A", mentrela dimensionenassimaraquelledel
dominatoreminimaleper G e quellominimaleper G traspostalarala rispostaal “compito B”.

Si considerila sgguenteprocedura:

P« %D«
while esistep € V \ P do
mettiin Ri nodiraggiungibilida p
P« PUR
D« D\R
D <« DU{p}

o O~ W NP

Evidentementd® allafine dellacomputazione& uninsiemedominatore Mostriamodi seguito cheé ancheminimale.

Sia per assurdoQ un dominatoreminimale tale che |Q| < |D|. Osserviamoche perogniq € Q, siccomeD &
dominatoregsiteun p € D taleche p ~ g. D’altro canto,siccomeQ & minimale,se p ~ q alloraq ~ p: infatti
essendd dominatoredeve esistera)’ € Q percuiq’ ~ p; seq’ # g alloraQ\ {q} sarebb@lominatoren quantatutti i
nodix raggiungibilidaqg conil camminog ~~ x sarebberoaggiungibilianchedaqg’ conil camminog’ ~» p ~ g ~» X.
Questaosignificacheperogninodoq € Q esisteun p € D talechep «~ q (0ssiap ~ g eq ~ p); essendgD| > | Q|
guestdmplicacheesistan@almenoduenodidiversipi, p2 € D edunnodoq € Q percui p1 «~ e p2 «~ g equindi,
in particolarep; «~ pp. Saragquindistataeseyuital'istruzione 3 siasu p; chesu pz (in qualcheordine),masiccomep;
e p2 sonoraggiungibilil'uno dall’altro non possonacomparireentrambiin D pervia dell'istruzione5 (chea seconda
dell’'orine di esecuzionevrebberimossopi, 0 p2).
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