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1 Intr oduzione

Unoheap(letteralmentemucchio)e (almenoidealmentelnalberobinarioi cui nodiconten-
gonodei dati, ciascunccaratterizzatala un campochiave chesoddisa le seguentiproprieta
(vediFig. 1):

1. tutte le foglie dello heaphannoaltezza(cioé distanzadallaradice)h o h — 1 perun
valoreopportunadi h;

2. le foglie di altezzah — 1 (secenesono)stannd‘a destra’dellefoglie di altezzah;

3. perogninodo,la chiave delnodoé minoreo ugualedellachiave deifigli.

Consguenzalelladefinizione naturalmenteg chela radicehachiave minima.

(19
() (50

VAN / \ / ©
@
Figural: Esempiodi heap



2 Rappresentazime mediante vettore

Di solito, permemorizzarauno heap,nonsi utilizza unastrutturadinamicama un semplce
vettae. Pit precisamenteynoheapcon N nodisi memorizzan un vettore* a[1], ..., a[N]
in cui il nodoa[i] hacomefiglio sinigro il nodoa[2i] e comefiglio destroil nodoa[2i + 1]
(vediFig. 2, dove simostrala rappresentazionmediantevettoredello heapin Fig. 1).

Notateche:

e unnododi indicei taleche2i + 1 < N haentrambii figli;

¢ l'unico (eventuale)nodo che ha un solofiglio (il figlio sinistro) haindicei tale che
2i+1>Ne2 <N;

¢ gli altri nodisonofoglie.

In altri termini: i nodi conindici® 1, ..., [(N — 1)/2] hannoduefigli; i nodi con indice
maggiage di N/2 sonofoglie; se N e pari, ¢’é un nodo (quello di indice N/2) conun solo
figlio.

I ndice 1 2, 3| 4| 5| 6| 7| 8| 9]10(11|12
Contenuto | 1011 |50|70|20|60|55|90|73|25|20 |65

Figura2: Rappresentaziordello heapdi Fig. 1 medianteun vettore

3 Comesicambia il contenuto di un nodo

Supponiam di avere uno heap(rappresentatonedianteun vettore)e di aver modificato il
contenuto(e la chiave) di un certonodoali]. In generaleguestodaluogoa unaviolazione
delle proprietadello heap. In primo luogo, pud accaderecheil padredi a[i] si trovi oraad
avereunachiave maggioredellachiavedi a[i |. Bisognaquindifar “risalire” il nodomodifica-
to sull'alberofino aquandasiamosicuricheil padredi a[i ] abbiaunachiave minoreo uguale
aquelladi ali].

1n questanotasi assumeheil vettore abbiaindici chepartoro dal.
2L a notaziore | x| significa” x arrotandatoperdifetto”.



Puoviceversasuccedereheali] non abbiachiave minore o ugualedi entrambii figli. Per
sisemarele cose,bisognerascambiardl suocontenutocon quello del figlio aventechiave
minore, e far “scendere’il nodolungol'albero.
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Figura3: Ricostruzionalello heapdopouninserimento

La seguenteprocedurdrisistemale cose’comeindicato. Pergeneralitaja proceduraassume
chelo heapsi trovi nel frammentodi vettoreall], ..., a[r], e chel’elementomodificatosia
ali]. Alla proceduraviene passatd’indice i del nodo modificato, e dueindici | er che
corrispondao al primo e all’ultimo indicedello heapconsiderato.

void heapify (int i, int I, int r) {



DATA tenmp=ali];
while (i>=l && tenp. key<a[i/2].key) {

a[i]=alil?2];
i/ =2;
}
a[i]=tenp;
while (i<=r/2) {
chi |l d=2*i;
if (child+l<=r && a[chil d+1].key<a[child].key)
chi | d++;
if (tenp. key<=a[child].key) break;
a[i]=a[child];
i =child;
}
a[i]=tenp;

}

Naturalmentesi puo utilizzarela proceduraeneapi f y ancheperripristinarele proprietadi
uno heapdopochesi e inseritoun nuovo elemento:e sufficienteinserirel’elementonuovo
in ultima posizionedel vettae (cioé comeunanuova foglia dello heap)e poi invocarela
proceduragperchéil nuovo elemento‘trovi” la suaposizime. In Fig. 3 mostriamocomesi
verifical'inserimenb di un nuovo elementadi chiave 8 nello heapdi Fig. 1: il nuovo nodo
risale I'albero (primo ciclo while) o ridiscendelungo I'albero (secondcciclo while) fino a
trovare la suaposizionenaturale.

4 Aggiungere/togiere elemeri da uno heap; costruzionedi
uno heapda zero

Disporendodella proceduraheapi f y possiano facilmentedisporredi uno strumend per
aggiungere/tgliere elementidaunoheap:

1. peraggiungerain elementallo heapa[l], ..., a[N] possiam@rocedere&eomesajue:

a[ ++N] =nuovo el enent o;
heapi fy(N 1, N);



2. pereliminarel’elementoi -esimodallo heapa[1], ..., a[N] possiam@rocedereeome
sayue:

a[i]=a[N--];
heapi fy(i, 1, N);

Se si disponegia di un vettorea[1l],...,a[N] e lo si vuole rendereuno heapsi puo o
utilizzareripetutamentda proceduradi inserimend di un elementoindicatasopra,oppure
alternatvamentecostruirelo heap“dal basso’comeseyue:

for (i=N2;i>0;i--)
heapi fy(i,i,N);

Il vantaggiodi quest’ultima soluzioneé cherichiede,anchenel casopeggiore, un numerodi
confrontiproporzionalea N (mentrel'idea di inserireun elementadopoun altro daluogoa
unnumerodi confrontiproporzionalea N log N).

5 Heapindir etti

In qualchecasosi dispore di un vettoreb[1], ..., b[N] chesi vuole gestirecomeuno heap
masenzamodificae I'or dinedeggli elementnel vettore.In tal caso corvieneusareduevettori
ausiliari p eq, conil seguent signfficato:

e ([i] dicein qualeposizionedello heapsi troval’elementobli |;

e p[j]dalindice (nelvettoreb) dell’elementochesitrovanellaposizionej dello heap.

Ovviamené dovra valeresemprecheq(p[i]] = i e p[q[j]] = j. Inizialmentep[i] =
gli] = i perogniindicei. Tutte le operazionisullo heapviste continuanoa funzionare,
conle segguentimodifiche:

e le occorrenzali a[ x] vannosostitute cona[ p[ x] ] ;

e ogniassgnanentodeltipoa[ i ] =a[j ] vasostiuitoconq[i]=q[j]; p[ali]]=];



6 Un’applicazione: Codecon priorit a

Mostreremocomeutilizzarela strutturadi heapindirettoperrealizzareunastrutturadatimolto
comunedetta“‘codaconpriorita”. Supponiamali avereunvettorea[l], ..., a[n] contenente
deidati (generici),dichiaratocomesegue:

typedef .... DATA
DATA a[ MAXN ;

Vogliano costruireunastruttua (che chiameremacoda con priorita) che consentadi me-
morizzareelementipresidal vettae, associand@ ciascunoun valoredi priorita (un numero
interoo reale),e cherendadisponbili le seguentioperazioni:

e enqueue(i, a) (inseriscenellacodal’elementoali] conprioritaa);
e i sl nQueue(i) (dicesel’elementoali] € presenteellacoda);

e dequeue() (restituixelindice dell’elementocon priorita minima fra quelli presenti
nellacoda,e lo eliminadallacoda);

e changePriority(i,b) (cambiala priorita dell’elementoali], che deve essere
presenteellacoda,e la settaa b).

Stiamoassumenal, per motivi di generalita,che la priorita degli elementisia un datonon
contenutonel vettore, e chefa partedella strutturastessadella coda. Spessojn realta,la
priorita € partedel vettae di partenzaa di partenza:in tal caso,il vettoredi priorita non
sene, e tutte le procedurenon hannoveramentebisognodel parametrodi priorita perché
possop leggerlodal vettae.

Procediamaitilizzandounoheapindiretto. Dichiariamopercioi vettori p e q e la costanteN
permemorizzareél numerodi elementipresentin coda:

int p[ MAXN], g MAXN], priority[ MAXN], N;

void init() {
int i;
N=0;
for (i=1;i<=n;i++)
pli]=qli]=-1;



Realizziamaoorale procedure:

/* Ricostruisce |o heap dopo che |’ el enento che nell o heap si
trova in pos. i ha canbiato priorita'. Considera solo |o
heap dall’indice | all’indice r.

*/

void heapify (int j, int I, int r) {

i nt tenpq,tenpp,child;
tempg=q[j]; /* Salvo |a posizione di j nello heap... */
tempp=j; [/*...e salvo | */
/* Faccio risalire |’ elenento */
while (j> & priority[qg[j]]l<priority[q[j/2]]) {
aljl=alj/2];
plaljll=j/2;
j1=2;
}
/* Lo faccio scendere */
while (j<=r/2) {
chi | d=2*j ;
if (child+l<=r &&
priority[g[child+1]]<priority[q[child]])
chi | d++;
if (priority[q[j]]<=priority[q[child]]) break;
a[j]1=a[child];
plalj]]=child;
j =chi | d;
}
/[* Oarimetto i valori salvati nella posizione finale */
qlj ] =t enpa;
\ plalj]l]=tenpp;

/* Guarda se |'elenmento i e' nella coda. */
int islnQueue(int i) {

return (q[i]!'=-1);
}

/* Accoda |’ elemento i con priorita" a. */
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voi d enqueue(int i, int a) {
if (islnQueue(i)) return; /* Elenmento gia' in coda */
/* Metto |’ elenmento in fondo alla coda */
qli]=++N,
P[N| =i ;
priority[i]=a;
/* Heapifico in nodo che |"elenmento inserito trovi
| a sua posi zione corretta */
heapi fy(N, 1, N);
}

/* Restituisce e toglie dalla coda |’ elenento di priorita’ mnim. */
i nt dequeue() {

int res;

if (N==0) return -1; /* Coda vuota */

/* Tolgo |"elemento in testa */

res=q[ 1];

/[* Al suo posto netto |'ultima foglia */

af[ 1] =a[ NI ;

pla[1]]=N--;

/* Heapifico in nodo che |’ el enento nesso in posizione

1 ritrovi la sua posizione corretta */
heapify(1, 1, N
return res;

}

/* Canbia la priorita‘ dell’ elenento i a b. */

voi d changePriority(int i, int b) {
if ('islnQueue(i)) return; /* Elemento non in coda */
/* Modifico la priorita® e heapifico */
priority[qg[i]]=b;
heapify(i, 1, N

}



