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1 Intr oduzione

Unoheap(letteralmente:mucchio)è(almenoidealmente)unalberobinarioi cui nodiconten-
gonodei dati, ciascunocaratterizzatodaun campochiave, chesoddisfa le seguentiproprietà
(vediFig. 1):

1. tutte le foglie dello heaphannoaltezza(cioè distanzadalla radice)h o h � 1 per un
valoreopportunodi h;

2. le foglie di altezzah � 1 (secenesono)stanno“a destra”dellefoglie di altezzah;

3. perogninodo,la chiavedelnodoèminoreo ugualedellachiavedei figli.

Conseguenzadelladefinizione,naturalmente,èchela radicehachiaveminima.
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Figura1: Esempiodi heap
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2 Rappresentazionemediante vettore

Di solito, permemorizzareunoheap,nonsi utilizza unastrutturadinamicama un semplice
vettore. Più precisamente,unoheapcon N nodi si memorizzain un vettore1 a

�
1	�

������
 a � N 	

in cui il nodoa
�
i 	 hacomefiglio sinistro il nodoa

�
2i 	 e comefiglio destroil nodoa

�
2i � 1	

(vediFig. 2, dovesi mostrala rappresentazionemediantevettoredelloheapin Fig. 1).

Notateche:

� unnododi indicei taleche2i � 1 � N haentrambii figli;

� l’unico (eventuale)nodoche ha un solo figlio (il figlio sinistro)ha indice i tale che
2i � 1 � N e 2i � N;

� gli altri nodisonofoglie.

In altri termini: i nodi con indici2 1 

������
���� N � 1��� 2� hannodue figli; i nodi con indice
maggiore di N � 2 sonofoglie; se N è pari, c’è un nodo(quello di indice N � 2) con un solo
figlio.

I ndi ce 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Contenuto 10 11 50 70 20 60 55 90 73 25 20 65

Figura2: Rappresentazionedelloheapdi Fig. 1 medianteunvettore

3 Comesi cambia il contenuto di un nodo

Supponiamo di avereuno heap(rappresentatomedianteun vettore)e di aver modificato il
contenuto(e la chiave) di un certonodoa

�
i 	 . In generale,questodà luogoa unaviolazione

delleproprietàdello heap. In primo luogo,può accaderecheil padredi a
�
i 	 si trovi ora ad

avereunachiavemaggioredellachiavedi a
�
i 	 . Bisognaquindi far “risalire” il nodomodifica-

to sull’alberofino aquandosiamosicuricheil padredi a
�
i 	 abbiaunachiaveminoreo uguale

aquelladi a
�
i 	 .

1In questanotasi assumecheil vettore abbiaindici chepartono da1.
2La notazione � x � significa“x arrotondatoperdifetto”.
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Puòviceversasuccederechea
�
i 	 non abbiachiave minoreo ugualedi entrambii figli. Per

sistemarele cose,bisogneràscambiareil suocontenutocon quello del figlio aventechiave
minore,e far “scendere”il nodolungol’albero.
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Figura3: Ricostruzionedelloheapdopoun inserimento

La seguenteprocedura“risistemale cose”comeindicato.Pergeneralità,la proceduraassume
chelo heapsi trovi nel frammentodi vettorea

�
l 	�

������
 a � r 	 , e chel’elementomodificatosia

a
�
i 	 . Alla proceduraviene passatol’indice i del nodo modificato,e due indici l e r che

corrispondonoal primoeall’ultimo indicedelloheapconsiderato.

void heapify (int i, int l, int r) {
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DATA temp=a[i];
while (i>=l && temp.key<a[i/2].key) {
a[i]=a[i/2];
i/=2;

}
a[i]=temp;
while (i<=r/2) {
child=2*i;
if (child+1<=r && a[child+1].key<a[child].key)

child++;
if (temp.key<=a[child].key) break;
a[i]=a[child];
i=child;

}
a[i]=temp;

}

Naturalmente,si puòutilizzarela proceduraheapify ancheper ripristinarele proprietàdi
uno heapdopochesi è inseritoun nuovo elemento:è sufficienteinserirel’elementonuovo
in ultima posizionedel vettore (cioè comeuna nuova foglia dello heap)e poi invocarela
proceduraperchéil nuovo elemento“trovi” la suaposizione. In Fig. 3 mostriamocomesi
verifica l’inserimento di un nuovo elementodi chiave 8 nello heapdi Fig. 1: il nuovo nodo
risale l’albero (primo ciclo while) o ridiscendelungo l’albero (secondociclo while) fino a
trovare la suaposizionenaturale.

4 Aggiungere/togliere elementi da uno heap; costruzionedi
uno heapda zero

Disponendodella proceduraheapify possiamo facilmentedisporredi uno strumento per
aggiungere/togliereelementidaunoheap:

1. peraggiungereunelementoallo heapa
�
1	�

������
 a � N 	 possiamoprocederecomesegue:

a[++N]=nuovo elemento;
heapify(N,1,N);
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2. pereliminarel’elementoi -esimodallo heapa
�
1	�

������
 a � N 	 possiamoprocederecome

segue:

a[i]=a[N--];
heapify(i,1,N);

Se si disponegià di un vettore a
�
1	�

������
 a � N 	 e lo si vuole rendereuno heapsi può o

utilizzareripetutamentela proceduradi inserimento di un elementoindicatasopra,oppure
alternativamentecostruirelo heap“dal basso”comesegue:

for (i=N/2;i>0;i--)
heapify(i,i,N);

Il vantaggiodi quest’ultima soluzioneè cherichiede,anchenel casopeggiore, un numerodi
confrontiproporzionalea N (mentrel’idea di inserireun elementodopoun altro dà luogoa
unnumerodi confrontiproporzionalea N log N).

5 Heap indir etti

In qualchecasosi dispone di un vettoreb
�
1	�

������
 b � N 	 chesi vuolegestirecomeuno heap

masenzamodificare l’ordinedegli elementinelvettore.In tal caso,convieneusareduevettori
ausiliari p eq, conil seguente significato:

� q
�
i 	 dicein qualeposizionedelloheapsi trova l’elementob

�
i 	 ;

� p
�
j 	 dàl’indice (nel vettoreb) dell’elementochesi trovanellaposizionej delloheap.

Ovviamente dovrà valeresempreche q
�
p
�
i 	�	! i e p

�
q
�
j 	�	! j . Inizialmente p

�
i 	" 

q
�
i 	# i per ogni indice i . Tutte le operazionisullo heapviste continuanoa funzionare,

conle seguentimodifiche:

� le occorrenzedi a[x] vannosostituite cona[p[x]];

� ogniassegnamentodeltipoa[i]=a[j] vasostituitoconq[i]=q[j]; p[q[i]]=j;
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6 Un’applicazione: Codeconpriorit à

Mostreremocomeutilizzarela strutturadi heapindirettoperrealizzareunastrutturadatimolto
comune,detta“codaconpriorità”. Supponiamodi avereunvettorea

�
1	�

������
 a � n	 contenente

deidati (generici),dichiaratocomesegue:

typedef .... DATA;
DATA a[MAXN];

Vogliamo costruireunastruttura (che chiameremocodacon priori tà) checonsentadi me-
morizzareelementipresidal vettore, associandoa ciascunoun valoredi priorità (un numero
interoo reale),echerendadisponibili le seguentioperazioni:

� enqueue(i,a) (inseriscenellacodal’elementoa
�
i 	 conprioritàa);

� isInQueue(i) (dicesel’elementoa
�
i 	 èpresentenellacoda);

� dequeue() (restituisce l’indice dell’elementoconpriorità minima fra quelli presenti
nellacoda,e lo eliminadallacoda);

� changePriority(i,b) (cambiala priorità dell’elementoa
�
i 	 , che deve essere

presentenellacoda,e la settaab).

Stiamoassumendo, per motivi di generalità,che la priorità degli elementisia un datonon
contenutonel vettore,e che fa partedella strutturastessadella coda. Spesso,in realtà,la
priorità è partedel vettore di partenzaa di partenza:in tal caso,il vettoredi priorità non
serve, e tutte le procedurenon hannoveramentebisognodel parametrodi priorità perché
possono leggerlodal vettore.

Procediamoutilizzandounoheapindiretto.Dichiariamoperciòi vettori p eq e la costanteN
permemorizzareil numerodi elementipresentiin coda:

int p[MAXN],q[MAXN],priority[MAXN],N;

void init() {
int i;
N=0;
for (i=1;i<=n;i++)

p[i]=q[i]=-1;
}
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Realizziamoorale procedure:

/* Ricostruisce lo heap dopo che l’elemento che nello heap si
trova in pos. i ha cambiato priorita‘. Considera solo lo
heap dall’indice l all’indice r.

*/
void heapify (int j, int l, int r) {

int tempq,tempp,child;
tempq=q[j]; /* Salvo la posizione di j nello heap... */
tempp=j; /*...e salvo j */
/* Faccio risalire l’elemento */
while (j>l && priority[q[j]]<priority[q[j/2]]) {

q[j]=q[j/2];
p[q[j]]=j/2;
j/=2;

}
/* Lo faccio scendere */
while (j<=r/2) {

child=2*j;
if (child+1<=r &&

priority[q[child+1]]<priority[q[child]])
child++;

if (priority[q[j]]<=priority[q[child]]) break;
q[j]=q[child];
p[q[j]]=child;
j=child;

}
/* Ora rimetto i valori salvati nella posizione finale */
q[j]=tempq;
p[q[j]]=tempp;

}

/* Guarda se l’elemento i e‘ nella coda. */
int isInQueue(int i) {

return (q[i]!=-1);
}

/* Accoda l’elemento i con priorita‘ a. */
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void enqueue(int i, int a) {
if (isInQueue(i)) return; /* Elemento gia‘ in coda */
/* Metto l’elemento in fondo alla coda */
q[i]=++N;
p[N]=i;
priority[i]=a;
/* Heapifico in modo che l’elemento inserito trovi

la sua posizione corretta */
heapify(N,1,N);

}

/* Restituisce e toglie dalla coda l’elemento di priorita‘ minima. */
int dequeue() {

int res;
if (N==0) return -1; /* Coda vuota */
/* Tolgo l’elemento in testa */
res=q[1];
/* Al suo posto metto l’ultima foglia */
q[1]=q[N];
p[q[1]]=N--;
/* Heapifico in modo che l’elemento messo in posizione

1 ritrovi la sua posizione corretta */
heapify(1,1,N);
return res;

}

/* Cambia la priorita‘ dell’elemento i a b. */
void changePriority(int i, int b) {

if (!isInQueue(i)) return; /* Elemento non in coda */
/* Modifico la priorita‘ e heapifico */
priority[q[i]]=b;
heapify(i,1,N);

}
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